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3.4.1 Introduccion

e Anteriormente, se han estudiado las condiciones que debe cumplir el estado tensional para
que se inicie la deformacion plastica en el material.

e Estas condiciones conforman el Criterio de Plastificacion:

-- En el caso uniaxial (sea traccion o compresion), se utiliza como limite un Unico valor escalar,

conocido como Limite Eldstico o Tension de Fluencia, Oy

-- En el caso multiaxial general, se utiliza el concepto de Superficie de Plastificacion, o bien, de
Lugar de Plastificacion (en aquellos casos en que la tension hidrostatica no juega ningun

papel).

e Se ha estudiado también el concepto de Endurecimiento por Deformacion, que:

-- En el caso uniaxial, se traduce en un aumento del Limite Eldstico Oy , frente a un aumento de
la solicitacion mecanica.

-- En el caso triaxial general, se traduce en una expansion del Lugar de Plastificacion, frente a
un aumento de la solicitacién mecanica (expansion que ocurre sin cambio de forma, en el
caso de endurecimiento isotropo).

e Sin embargo, una vez iniciada la deformacion plastica,

¢ De qué manera se relacionan la tension y la deformacion ?




Tema 3.- Plasticidad 3.4.- Teorias de Plasticidad
3.4.1 Introduccion

e La relacidon buscada entre el tensor de tensiones y el tensor de deformaciones puede
describirse de dos formas:

-- Teoria Incremental de la Plasticidad

(a veces denominada Teoria de las Deformaciones Incrementales o, simplemente, Plasticidad
Tangente)

-- Teoria de la Plasticidad en Deformaciones Totales

(a veces denominada Plasticidad Secante, puesto que se apoya en la Teoria de la Elasticidad
no-lineal)

e Ambas teorias hacen uso extensivo de las descomposiciones aditivas habituales de los
tensores tension y deformacion y que, a continuacion, se recuerdan.
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3.4.2

Plasticidad
Recuerdo: Descomposiciones aditivas de o y de ¢

| 3.4.- Teorias de Plasticidad

Descomposicion del tensor € en sus
componentes elastica y plastica:

Descomposicion del tensor € en sus

Tensorial:

e=g¥ 4+ ¢"
|

En componentes:

el pl

-

— —

+ eeI Egpl.vol + epI

En metales
ductiles:
l.vol
—— N\

componentes hidrostatica y desviadora:

Descomposicion del tensor ¢ en sus

componentes hidrostatica y desviadora:

Tensorial: \,, \ v

c=&" + e

En componentes:

__.h

Tensorial:

oc=0c" + s

En componentes:

__h




Tema 3.- Plasticidad

3.4.2

3.4.- Teorias de Plasticidad

Recuerdo: Descomposiciones aditivas de o y de ¢

Descomposicion del tensor € en sus

e e Tensorial:
componentes elastica y plastica:

g:gel

En componentes:

+ &P o lg =g + &l

Descomposicion del tensor € en sus
componentes hidrostatica y desviadora:

Tensorial:

c=&" + e

En componentes:

_ h

Descomposicion del tensor ¢ en sus
componentes hidrostatica y desviadora:

Tensorial:

c=0" + S

En componentes:

__h

~

Donde las componentes volumétrica (o hidrost.) se
pueden expresar en términos de 2 escalares con
sentido fisico :

L1 1

Ojj = gakkgij =—pog; siendo p= _go-kk
1 1
gih ==&, 0 =— g5, siendo  £'°'= Ee
] 3 ] 3 ]

En Elasticidad, de la Ley de Hooke se conoce que :

E

p=—K€VOI siendo K:M

Ademas, la deformacién desviadora elastica :

G:E

21+v)

el 1 .
e. _—Sij siendo

7 2G
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3.4.2 Recuerdo: Descomposiciones aditivas de o y de ¢

EN RESUMEN:

e Puesto que la deformacion volumétrica es integramente elastica, se conoce la relacidon entre
la tension hidrostadtica y |la deformacion volumétrica -

p = —K EVOI

e Puesto que la deformacidon desviadora tiene una componente elastica (que es gobernada por
la Ley de Hooke), se conoce también la relacién entre la tension desviadora y la componente
elastica de la deformacion desviadora :

Sij = 2G eiejl

QUEDA POR DETERMINAR:

e Relacion entre la tension y la componente plastica de la deformacion desviadora.
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3.4.3 Teoria Incremental de la Plasticidad

Planteamiento de la Teoria Incremental.-

* Las deformaciones plasticas dependen de la historia de la solicitacion mecdnica. La deformacion
plastica final no puede obtenerse Unicamente a partir del estado de tensiones final.

* Serequiere, en cambio, una formulacion incremental de tal manera que a cada incremento de
tension le corresponda un incremento de deformacion.

do;; = f(deg) donde, a su vez, dejj = del.ejl + dglpjl

* El estado tenso-deformacional final se calcularda como la suma de los incrementos de tension

sucesivos:
O'ij = jdo-ij ) gij = fdgij

El estado de deformacion de un elemento ha de definirse paso a paso, sumando los incrementos
de deformacion sucesivos, para cada uno de los cuales debe antes contestarse a la pregunta de si el
elemento esta en “carga” o en “descarga”.
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3.4.3 Teoria Incremental de la Plasticidad

Diferentes propuestas:

* Saint Venant (1870) propuso que “las direcciones principales del tensor de tensiones coinciden con
las direcciones principales del tensor incremento de deformacion”

de; = o0;dA

* Levy (1871) y Von Mises (1913) plantean que “las direcciones principales del tensor de tensiones
DESVIADORAS coinciden con las del tensor de incremento de deformacion”

de; =s;d4

* Prandtl (1924) y Reuss (1930) plantean que “las direcciones principales del tensor de tensiones
DESVIADORAS coinciden con las del tensor incremento de deformacién PLASTICA”

dgij'-o' =s,;dA

—> Ecuaciones de PRANDTL-REUSS
-- Tienen mejor soporte experimental en el caso de metales
-- Naturalmente, no hay deformacion plastica volumétrica.

Nota: silas deformaciones elasticas son despreciables, las propuestas de Levy-Mises y de
Prandtl-Reuss son coincidentes.




Tema 3.- Plasticidad | 3.4.- Teorias de Plasticidad
3.4.3 Teoria Incremental de la Plasticidad

Determinacion de larelacion Tension — Deformacion (asumiendo Criterio de von Mises)

Comenzando con las Ecuaciones de Prandtl-Reuss: dg_PI = S.. di

b

Pl Pl L
De las definiciones de d &P y de g se reconoce que: dg d&‘ 'J 'J (di)
l l — 2 B
de p de p (d p)Z ; Sij Sij :ng 3 5 v 2 )
2(dz?f =< q¢2(da)
Criterio de Plastificacion: 2 3
= "3de?
q = Oy di=——"—
2
Ecuaciones constitutivas !
_ A —p
-1 1 3de? q.p_3dg"
K 2G 2 oy | & Oy
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3.4.3 Teoria Incremental de la Plasticidad

Aplicacion (1): caso de un material elastico perfectamente plastico

O A En estecaso: Oy = Cl€ (propiedad del material)

RESUMEN

Las ecuaciones constitutivas incrementales para un material
elastico perfectamente plastico son:

— de
dgvol — _1dp de.. = idsij +§ﬁsij
2 oy

A
N
@

Partiendo de valores conocidos de s;; y de dS,;j , las ecuaciones de Prandtl-Reuss NO
PROPORCIONAN BIUNIVOCAMENTE de;j, porque dz” queda indeterminado

Partiendo de un de;; , las ecuaciones de Prandtl-Reuss Si PROPORCIONAN BIUNiIVOCAMENTE
dSij , siempre y cuando este incremento corresponda a un proceso de carga y no de
descarga.

Si, en cambio, el incremento deij corresponde a descarga, entonces basta la Ley de Hooke

para determinar dSL-j , sin recurrir a Prandtl-Reuss.
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3.4.3 Teoria Incremental de la Plasticidad

Aplicacion (2): caso de un material que endurece por deformacion (1/5)

Este problema debe abordarse para las 2
hipotesis de endurecimiento:

Hipotesis 1.- el endurecimiento esta descrito en funcion
del trabajo pléstico:

=q=FW,)=F(jaw,)

Hipotesis 2.- el endurecimiento esta descrito en funcion
de la def. plastica equivalente'

€ =q=H(e")=H([daz")

A 4
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3.4.3 Teoria Incremental de la Plasticidad

Aplicacion (2): caso de un material que endurece por deformacion (2/5)

Hipotesis 1.-
El endurecimiento esta descrito en o, =0= |: FQdW (1)
funcion del trabajo plastico.
De (1), se deduce que dg=F"dW, (2)
De la definicion de dW,, : AW, = o;; dgp' = dsp' =s;5;dA=qde”
_________________ , (3)
> | Prandtl-Reuss
€ L ToTmToooooooiiio
Recordando que dﬂ——dgp 55 —qu q=o,
2 o, 3 l
De (2)y (3), resulta dg® = g dA =§ ?q
. — qF’ 2q°F
Ecuaciones constitutivas l
1 .3 d [ 3 dq ).

\_'_l \ 7 J
de® def =dgl' =s;dA

1)
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3.4.3 Teoria Incremental de la Plasticidad

Aplicacion (2): caso de un material que endurece por deformacion (3/5)

Hipotesis 2.- La tension de fluencia es funcion de
la def. plastica equivalente

=q=H(z")= H(jdgp) (1)

Derivando en (1): dgq=H'de®

3de?
Recordando que dA =
. 29
y se puede reescribir como: dA = § dq

2qH’

Introduciendo en dg =s;dA se obtiene, como
antes, el incremento en deformacion plastica:

| 3 dq
] . . | p
Ecuaciones constitutivas de;

de "°'——dp de. = ds. +>-99 ¢

1 2G i 2qH' !

e | |
de; def =def =s;dA
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3.4.3 Teoria Incremental de la Plasticidad

Aplicacion (2): caso de un material que endurece por deformacion (4/5)

Resumen

Las ecuaciones constitutivas incrementales para un material
gue endurece por deformacion plastica son:

Si el endurecimiento esta descrito en
dgVOI _ —_1 dp de B 1 dS 3 dq funcion del trabajo plastico:
— ij — i i'
K TR P =T oy =FW,)
Si el endurecimiento esta descrito en
—1 1 3 dq funcién de la deformacion plastica
vol __ de. = d : _
de'?' = — dp eij = — Sij ’ . equivalente:
K ZG 2 q H oy = H (gp)

Conocidos S; Y dSij ,Si dg=>0 (es decir, si hay carga), las ecuaciones de Prandtl-

Reuss PROPORCIONAN UNIVOCAMENTE deij Yy, por extension, dgij :
Si dg<0 (esdecir, si hay descarga), dgij se obtiene de las ecuaciones de la elasticidad.
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3.4.3 Teoria Incremental de la Plasticidad

Aplicacion (2): caso de un material que endurece por deformacion (5/5)

Observaciones sobre |la Teoria Incremental en el caso de materiales que
endurecen por deformacion plastica:

1.- Solicitacion controlada por TENSION

Conocidos Sj Y dSij ,si  dq =0 (esdecir, si hay carga), las ecuaciones de Prandtl-Reuss
PROPORCIONAN UNIVOCAMENTE deij Yy, por extensién,deij.

Si dq <0 (esdecir, si hay descarga), dgij se obtiene simplemente de las ecuaciones de la elasticidad.

2.- Solicitacién controlada por DEFORMACION

Conocidos deij Yy, por extensién deij , debe determinarse si:

dg>0 (es decir, si hay carga), en cuyo caso las ecuaciones de Prandtl-Reuss PROPORCIONAN
UNIVOCAMENTE do;
O bien, si
dq <0 (es decir, si hay descarga), en cuyo caso daij se obtiene simplemente de las ecuaciones de
la elasticidad (Ley de Hooke-Lamé).
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3.4.3 Teoria Incremental de la Plasticidad

Ejemplo.-

El estado tensional en un punto de un elemento estructural viene dado por

20 10 O
c=|10 10 0 |MPa
0 0 -5

Si la tensiones se incrementan en

5 -2 0
Ac=|-2 3 0 |[MPa
0O 0 -2

calcular el tensor incremento de deformaciéon Ac.

Supongase que el material endurece segun la relacion siguiente, que se ha

medido en traccion uniaxial: A
o o
&= +
20000 (65]

donde E = 20000 MPa y un coeficiente de Poisson v = 0,3
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3.4.3 Teoria Incremental de la Plasticidad

Ejemplo (cont.)

Tension equivalente Von Mises

q= \/% [(20-10) +(10-+5) +(20+5) +6-102| = 27, 8MPa

Tension equivalente Von Mises del estado tensional incrementado

q+Aq= \/% (25-13) +(13+ 7) +(25+7) +6-8]=31,2MPa

AQ=3,41>0

|

iiiEl incremento tensional corresponde pues a un proceso de carga!!!
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3.4.3 Teoria Incremental de la Plasticidad

Ejemplo (cont.)

Valores iniciales e incrementos en la tension hidrostaticay componentes desviadoras:

1,7 10 0
0= 1072075 gompa — s;=[10 17 0 |MPa
¢ 0 0 -133
3 -2 0
Ap:_5+2_2:—2|\/||3a —+ A, =Ac;—Ac! =Ac, +(Ap)S, =[ -2 1 0 |MPa
0 0 -4

Respecto a la curva de endurecimiento del material:

o ' . _ _ o\ _ _,)0,25
3:20000+( ] =% +&” = gP=H 1(0'Y):(6—gj =>o-Y:H(gp):65(8p)

65

-0,75

4 -3
= H':65-o,25(gp)°’75=65-o,25[(:g] :65-0,25(2(;8] — 207 MPa

|

oy =(Q
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| 3.4.- Teorias de Plasticidad
3.4.3 Teoria Incremental de la Plasticidad

Ejemplo (cont.)

11,7 10 O 5 = G
10 1,7 O oG
3,41 0 0 -133 0 0 _4

§Aq v 1 I’q 1056 901 O
Ag; = ;S + - AS; —— |Ae; =10 901 155 0
/'qu‘_l ZG 0 0 -121
27,8 207 | |G = =R U0 = 7692 MPa

20+v) 2(1+0,3)
vol -1 | -5

Ae —?Ap — A" =210
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3.4.-

Teorias de Plasticidad

3.4.4 Teoria de la Plasticidad en Deformaciones Totales

Planteamiento.-

Comportamiento elastico no-lineal

a

descarga

€

MIENTRAS NO SE PRODUZCAN DESCARGAS se pueden buscar ecuaciones de la

»
»

Comportamiento plastico

descarga

plasticidad que relacionen tensiones con deformaciones totales como
generalizacion de la ley de Hooke al caso no lineal

»
Ll
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3.4.4 Teoria de la Plasticidad en Deformaciones Totales

El estado tensional final se relacionara pues con la deformacién total

O o; +doj
g; + dg;

*El material se consideraisotropo

Hipotesis.-

e as variaciones de volumen son exclusivamente elasticas

*Se utilizara el hecho de que en elasticidad, deformaciones desviadoras
elasticas son proporcionales a la tensién desviadora

el 1
€; _ES”

el médulo de cortadura elastico .

siendo G =
2(1+v)
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3.4.4 Teoria de la Plasticidad en Deformaciones Totales

Hipotesis de Hencky: Se considera una relacidn de proporcionalidad entre el tensor de
deformaciones plasticas y el tensor de tensiones desviadoras

A consecuencia de esto, la deformacion plastica es integramente de naturaleza desviadora

_________________________________________________________

1
e, =e tef = i gs =[ T ygls =ys, "6
i — Sij TS —E ¢ij_£ ¢ IS =V'S;
— & =Y
_ah i — P |
Como: &ij = ij + eij — & = 3—K5ij TYS; [ gvel = _P
L S | K
4 E
- : h : vol € (K=
Altermativamente: (o =0y + S| —> (0 = Ke" s, + 3(L—2v)
| v

_______________________________
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3.4.4 Teoria de la Plasticidad en Deformaciones Totales

¢ Que representa P en la expresion e;; = Ps;; ?

o — | : _,2 |
(@) &=V S > &y =YWUSS; ()
: _ 2

» Sise define una deformacidon desviadora equivalente como e = §e”e” (c)

* Recordando ademas que la tensién equivalente de von Mises es: (= S;Si;  (d)
3€.

« Entonces, resulta evidente de (b), (c) y (d) que: l// = — — —> Y puede caracterizarse
2 q experimentalmente a partir de la

I
Y curva de endurecimiento del material
(ver aplicacién 2, mas adelante)

- Por otra parte, de (a) puede interpretarse a ¥ como un médulo de cortadura
secante, que varia con la solicitacion mecanica:

Asi como en Elasticidad clasica: €; = E S conG =cte.

1
En Teoria Total de Plasticidad: € =7-=—S;=V¥VSj con sz =¥W=_-—
’ 2G ZGS(EC 2 q



Tema 3.- Plasticidad | 3.4.- Teorias de Plasticidad
3.4.4 Teoria de la Plasticidad en Deformaciones Totales

. . - pl _
¢, Qué representa ¢ en la expresion E;j = Psij ?

_______________________________________________

* Podria definirse una deformacion plastica equivalente como: ET'O' —gi}“'gi}“' (c)
e e ., . | 3 ETP E
« Usando como antes, la definicion de q, resulta evidente de (b) y (c) que: @ = E—
= g

* Notese que esta definicion de def. plastica equivalente es, en general, diferente
de la que se dio anteriormente, en el apartado de Teoria Incremental. Es decir:

ng ez ZIdgp con dg° :\/gdgijpldgijpl

« El Unico caso en que &' = &" ocurre cuando, simultdneamente:

* La solicitacion mecanica es de tipo “carga proporcional”

» La solicitacion mecanica es estrictamente creciente, sin descargas intermedias.
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3.4.4 Teoria de la Plasticidad en Deformaciones Totales

. . - pl _
¢, Qué representa ¢ en la expresion E;j = Psij ?

————————————————

: o P
« Aligual que antes, ¢ puede caracterizarse experimentalmente a ¢ — 3 1 |
partir de la curva de endurecimiento. i 2 (|

. . 1 . .
« Como ¢ y Y se relacionan mediante ¢ = 2ot ¢ , basta caracterizar experimentalmente
s6lo una de estas dos variables.

« Si se realiza un ensayo de traccion uniaxial controlado en deformaciones

monotonamente crecientes, es evidente que se cumplen las 2 condiciones antes
mencionadas para que: b

_ =P
Er =&

« En tal caso, puede usarse la inversa de la funcion H que da oy = q = H(gP) para
caracterizar la evolucion del modulo de cortadura secante:

____________________________________________
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3.4.4 Teoria de la Plasticidad en Deformaciones Totales

Aplicacion (1): caso de un material elastico perfectamente plastico

G A
O |- > Para cualquier valor de la deformacion g =g,
3 €
conlocual y=——
2 oy
— Conocida la tension, NO queda
T~ |O5 N 3 € S univocamente determinada la
. |Gi T ij " ij| deformacion por que se requiere
€ 3K 2 o, -
conocer €

Conocida la deformacién, Si

ngol5 i 2 O'Y quedaym’vocamente dgterminada
o) ij| latension que, automaticamente,

verifica el criterio de Von Mises
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3.4.4 Teoria de la Plasticidad en Deformaciones Totales

Aplicacion (2): caso de un material que endurece por deformacion (1/3)

Considérese la gréafica tension-deformacion o, = f (51)
obtenida en un ensayo de traccion uniaxial a lo largo
del eje 1.

(En tension uniaxial =0y y p=—0,/3)

Sean €,,6,,€; |las deformaciones desviadoras
principales

e, +e,+e,=0 pordefinicion de “desviador”

€, =€, por simetria

e
de lo que se deduce: B, =8, = —51
2 2 2
B (el) "‘(ez) +(es) ]:el
8vol p
el:81_7281—|_3—K por lo que é:elzgl_ﬂ
Por otro lado oK
0,
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3.4.4 Teoria de la Plasticidad en Deformaciones Totales

Aplicacion (2): caso de un material que endurece por deformacion (2/3)

A partirde o, = f(gl) puede pues encontrarse

_ o
—H-.(e) siendo e =g, ——~ =0
q T() 179K y q 1

Con lo anterior, el coeficiente y resulta

3¢ 3H:(q) 3 €
W=——=— == -
29 2 q  2H.(e)

» Porlo que las ecuaciones de Hencky resultan:

X
=il
| -p. 3H:(q
en deformaciones & =—0; + —& S; _ . >
3K 2 g Estas expresiones definen una relacion
biunivoca entre las componentes de los
- tensores de tension y deformacion
. vol 2 HT €
en tensiones o; = Ke™o; +§—é i

La deformacidn final es funcidon del estado tensional total y no de la
historia de tensiones
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3.4.4 Teoria de la Plasticidad en Deformaciones Totales

Aplicacion (2): caso de un material que endurece por deformacion (3/3)

Validez de la teoria de deformaciones totales.-

Si el camino de tensiones es recto (las
tensiones principales no cambian de
direccion) y sus valores son proporcionales
ambas teorias conducen al mismo resultado

v

La diferencia entre los resultados de ambas teorias sera tanto mayor cuanto menos
recto sea el camino de tensiones sufrido por el elemento, y el resultado de la teoria de
deformaciones totales sera erroneo si se producen descargas
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3.4.4 Teoria de la Plasticidad en Deformaciones Totales

Ejemplo.-

El estado tensional en un punto de un elemento estructural viene dado por

20 10 O
c=|10 10 O |MPa
0O 0 -5

calcular el correspondiente tensor de deformaciones ¢ .

4
o o
Para el material supongase la relacion constitutiva uniaxial € = +
pong 20000 (65)

donde E = 20000 MPa y un coeficiente de Poisson v = 0,3
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3.4.4 Teoria de la Plasticidad en Deformaciones Totales

Ejemplo (cont.)

Modulo de compresibilidad

K = E____ 20000 =16667MPa

3(1-2v) 3(1-2-0.3)

Inversa de la funcién H;

En un ensayo en traccion uniaxial, se sabe que =0, y que € =¢; _%
4
., o o
Por lo tanto, la expresion de Ramberg-Osgood &; = +| — | puede
reescribirse como 20000 {65
4
— q q q 1
L LI — = H
® = 20000 +(65) ok~ Hr )

_ _ 13q g *
=P &=H(q)= +
(@) 300000 (65)
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3.4.4 Teoria de la Plasticidad en Deformaciones Totales

Ejemplo (cont.)

Presion hidrostatica: p:_10+§o_5:—8,3 MPa
11,7 10 0
Tensor de tensiones desviadoras: S; =0y + po; = 10 1,7 0 [MPa
0O 0 -133

Tensidn equivalente de von Mises:

q= /%susij = \/g 11,72 41,7 +133% +2-10% | = 27,8MPa




Tema 3.- Plasticidad | 3.4.- Teorias de Plasticidad
3.4.4 Teoria de la Plasticidad en Deformaciones Totales

Ejemplo (cont.)

Deformacion volumétrica: lgv"' _ZP_ L8 =16,6-10"°
3 3K 3-16667

4
Deformacion desviadora equivalente: €= H;l(q)=13'27’8+(27’8j =35-10"
300000 65
. 3H;(q) 3¢ 3-3510° s

Coeficiente : =——1 Y -———=—" " -187,6-10" |I/MPa

ViooVE Ty T2q7 2278 beipel

11,67 10 0
Tensor de deformaciones desviadoras: e, =ys; =187,6-10° 10 167 0
0 0 -133

220.6 187.6 0

1 _
Tensor de deformaciones totales: & =3¢ 5;+e; =107 187.6  33.0 0
0 0 —248.3




S o bien S;;
€ o bien €;;
eel y epl

q

cP

e

e

GyGgec

H = H(&P)
F = F(WP)

H = Hr(e)

RESUMEN DE NOMENCLATURA

: tension desviadora (tensor)

. deformacion desviadora (tensor)

. componentes elastica y plastica de la def. desviadora (tensores)

: tensidn equivalente de von Mises (escalar).

. deformacion plastica equivalente (escalar).

. definicion alternativa de def. plastica equivalente (para Teoria Total).

. deformacion desviadora equivalente (escalar).

: mddulo de cortadura elastico y médulo de cortadura secante.

: funcion de endurecimiento en términos de deformacién plastica equivalente.
: fun. de endurecimiento en términos de trabajo plastico acumulado.

: fun. de endurecimiento en términos de la deformacion desviadora equivalente.



